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摘  要 
随着计算机技术的提高及数值计算方法的不断完善，数值计算逐渐成为研究
海洋工程领域内水波动力学的有效手段，以前难以处理的非线性现象研究课题在
数值手段的帮助下也出现了求解的可能。本文所研究的李群理论在非线性偏微分
方程数值求解中的应用，便是这些手段中的一种。本文的选题背景为纯粹数学理
论的应用与研究，通过对非线性力学方程求解方法研究现状的分析，结合李群在
偏微分方程中的应用理论，提出一种偏微分方程的降维方法：从无穷小变换出发，
构建保持偏微分方程不变性的李群，导出偏微分方程的降维系统，结合非经典方
法中的解曲面条件，避开群不变量解的直接求解，同时实现偏微分方程的降维简
化，得出原偏微分方程的数值描述。在此基础上，本文在应用实例中通过与某些
偏微分方程已知精确解的比较，结果验证了该方法的合理性及有效性。在利用该
方法求解几个典型的非线性水波动力学偏微分方程时，得出了一系列关于这些方
程的新的数值解，并由此揭示了一些有意义的水波物理现象。 
本文研究工作的意义在于丰富了偏微分方程的数值解法，为利用数值方法处
理非线性问题提供了新思路，通过对水波动力学方程的求解，为海洋潮流、波浪
能的基础研究做出了必要的理论铺垫，对海洋工程的实际应用也具有一定的参考
价值。 
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ABSTRACT 
Hu Cheng(Fluid Machinery and Engineering) 
Directed by You Yage, Wu Bijun 
With the development of computer technology and numerical method, water 
wave dynamics, especially the nonlinear theory research in the field of ocean 
engineering become more convenient. In this thesis, we research the application of 
Lie group theory united with numerical method in the solution procedure of nonlinear 
partial differential equations(PDEs). The basis of this thesis is the application and 
investigation of the pure mathematic theory. We offer a new method to obtain reduced 
system of PDEs, based on the theory of application of Lie group to PDE. The 
proccedures of our method are as follows, based on infinitesimal transformation, we 
construct the symmetries of Lie group under the invariance of PDEs, and derive a 
reduction system of PDEs. Side conditions are used in obtaining the reduced system 
of PDEs, avoiding solving the characteristic equations to get invariants. Numerical 
solutions are attained by solving the reducted system at last. The comparison between 
our solutions and the known exact solutions of PDEs has been testified the validity 
and availability of our method. The solutions of several classical nonlinear water 
wave dynamic equations unveil some physical phenomenona based on water wave 
theory.  
The works presented in this thesis provide an idea in processing the nonlinear 
problems, accumulate some theory foundation for the basic research of ocean tidal 
and wave energy and bring important references to the application of ocean 
engineering. 
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第 1 章   绪 论 
 
1.1 引 言 
海洋能指依附在海水中的可再生能源，海洋通过各种物理过程或化学过程接
收、储存和散发能量，这些能量以潮汐、波浪、温差、盐差、海流等形式存在于
海洋之中。鉴于能量转换效率及环境影响，波浪能和海流能更具发展潜力。目前
世界上许多国家都已经致力于这方面的研究[1,2]，这其中包括两方面的工作，一
是波浪、海流能能量转换俘获技术的研究，二是波浪、海流本身的运动特性及能
量形式的基础研究。 
波浪及海流的运动与水波动力学息息相关，它是流体力学中的重要分支，自
上世纪 80 年代以来此领域的研究就十分活跃[3,4]。目前，对水波动力学的非线性
现象的研究也已经相当广泛，例如: 强迫孤立子，先导孤立子，分层流、旋转流
和变截面流中的孤立子，波的失稳而导致分岔，振动激励容器中波的共振引起的
分岔和混沌等。由于国际上开发海洋和减轻自然灾害的需要，各国普遍加强了非
线性波的研究和应用。例如早在 60 年代 O.M. Phillips 就从湍流的级串现象得到
启示，提出了波-波相互作用的原理，并应用于海洋上波浪谱的演化；对于由风
输入的能量以及因底部磨擦与波浪破碎引起的耗散过程的认识也在深化，在此基
础上发展了第三代风浪预报模式(WAM)，可成功地预报全球与区域的海况[5]。 
而在研究水动力学非线性现象的过程中通常会牵涉到许多非线性数学物理
方程，这些隶属于流体力学的微分方程早在 19 世纪就已经建立，且经实践证明
能够用来很好的描述各种数学物理现象，如何求解这些方程并将结果应用于工程
实际对于海洋波浪能的利用具有重要意义。 
1.2 非线性力学方程求解方法的研究现状 
目前，用于非线性微分方程的求解方法大多分为两大类：一是解析方法[6~10]；
二是数值方法[11~13]。 
数值方法近年来发展极快，现已经成为流体力学各分支中不可缺少的工具。
有限差分、有限元、有限体积、边界元、谱方法[14,15]和辛算法[16]等方法的出现，
推动了计算流体力学的发展，并由此建立了较完整的理论体系，即稳定性理论、
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数值耗散和色散分析、网格生成和自适应技术、迭代和加速收敛方法; 提出了求
解自由边界问题的多种拉格朗日和欧拉的混合方法，计算包含复杂激波系的复杂
流场的高精度格式等。现将具有代表性的几种数值方法简单介绍如下： 
有限差分方法(FDM)[12]是计算机数值模拟最早采用的方法，至今仍被广泛运
用。该方法以 Taylor 级数展开等方法，把控制方程中的导数用网格节点上的函数
值的差商代替进行离散，从而建立以网格节点上的值为未知数的代数方程组。该
方法是一种直接将微分问题变为代数问题的近似数值解法，数学概念直观，表达
简单，是发展较早且比较成熟的数值方法。 
有限元方法(FEM)[17]的基础是变分原理和加权余量法，其基本求解思想是把
计算域划分为有限个互不重叠的单元，在每个单元内，选择一些合适的节点作为
求解函数的插值点，将微分方程中的变量改写成由各变量或其导数的节点值与所
选用的插值函数组成的线性表达式，借助于变分原理或加权余量法，将微分方程
离散求解。采用不同的权函数和插值函数形式，便构成不同的有限元方法。有限
元方法最早应用于结构力学，后来随着计算机的发展慢慢用于流体力学的数值模
拟。 
有限体积法(FVM)[18]又称为控制体积法。其基本思路是：将计算区域划分为
一系列不重复的控制体积，并使每个网格点周围有一个控制体积；将待解的微分
方程对每一个控制体积积分，便得出一组离散方程。其中的未知数是网格点上的
因变量的数值。为了求出控制体积的积分，必须假定值在网格点之间的变化规律，
即假设值的分段的分布剖面。从积分区域的选取方法看来，有限体积法属于加权
剩余法中的子区域法；从未知解的近似方法看来，有限体积法属于采用局部近似
的离散方法。简言之，子区域法属于有限体积法的基本方法。 
边界元法(BEM)[19]是在有限元法之后发展起来的一种较精确有效的工程数
值分析方法。又称边界积分方程-边界元法。它以定义在边界上的边界积分方程
为控制方程，通过对边界分元插值离散，化为代数方程组求解。它与基于偏微分
方程的区域解法相比，由于降低了问题的维数，而显著降低了自由度数，边界的
离散也比区域的离散方便得多，可用较简单的单元准确地模拟边界形状，最终得
到阶数较低的线性代数方程组。又由于它利用微分算子的解析的基本解作为边界
积分方程的核函数，而具有解析与数值相结合的特点，通常具有较高的精度。 
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利用解析法求解的问题主要是线性现象，而基于分析方法的渐近展开法日趋
成熟，多种渐近法[20,21](如匹配展开法、多重尺度法、平均变分法等)被广泛运用
于求解弱非线性问题。此外，试探函数法、行波法、相似变换和自相似法、特殊
变换法(特征线方法、因变量或自变量变换、Hopf-Cole 变换、Hirota 双线性法)、
逆散射法、Backlund 变换法、Darboux 变换法、常系数 Riccati 展开法等也有较
多应用[22~26]。 
抛开数值法及解析法范畴，纯粹数学中的泛函、群论、拓扑学、微分动力学
等也不失为研究非线性问题的有效手段。本文正是结合群论研究李群在偏微分方
程数值求解中的降维简化方法。 
1.3 群 论[27~36] 
群论起源于 19 世纪初期的几何学、18 世纪末期的数论及引入排列研究的代
数方程论。1897 年，由 Burnside 创作的《Theory of Groups of Finite Order》一书
的出版标志着群论的诞生，而 Heinrich Weber 在 1895 年出版的两卷代数书
《Lehrbuch der Algebra》成为了群论的标准本，这些著作对 20 世纪群论的发展
有着极其重要的影响意义。二十世纪以来，特别是爱因斯坦发现相对论之后，对
称性的研究在物理学中越来越重要，而群论正是研究对称性的数学基础，因此倍
受学者们的重视。 
保持某种结构的对称集合即构成群。排列群[37]是特别重要的一类群，一般而
言，每个群都是排列群，关键在于作用在集合上的关系，许多组合问题都可简化
至对称群的问题，甚至 Rubik 立方都可看作一种特殊的排列群；线性群[39](经典
群)则是另一大类群，它在一个场或环[46]R 中可逆n n× 矩阵群 GL_n(R)的子群，
除了群 GL_n 本身，还包括单行列式矩阵的群 SL_n，正交群 0_n，经 R 自同构
定义的相关群(酉群)；Abelian 群[40]也是一类重要的群，其元素可以交换，包括
在场、环、向量空间中的加法群，群的分类非常精细，故关键在于辨别大 Abelian
群的结构，这与集合论相交迭。研究表明，Abelian 群挠率自由度大，具有序列
或拓扑特征的附加结构。 
有限群[41]应用广泛，有限群论作为 Lagrange 理论及 Sylow 论与数论有相似
之处，20 世纪期间，研究者们的兴趣在于 p 次群及 p 次群与一般群的相互作用。
在研究群的时候，需要检验大量的群(特别是子群及商群)的内部特性，例如群中
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心或可换性、群扩展、自同构群或子群网格及其他相似结构、群之间的映射等。
同时也引出其他值得注意的研究课题：可解群、幂零群、局部有限群及有内部特
性产生的其他类群。 
表示论[42]是群(特别是有限群和紧致群)研究的重要工具。一般说来，可将群
看作排列群和线性群，从狭义上讲，从群到矩阵群 GL_n(R)可看作同态，群结构
在表示上具有严格的限制，值得注意的则是群和其子群、正子群、代数子群、局
部子群之间的表示论。表示论可看作其他 abelian 群的自同构群，而不是简单的
复向量空间，模表示论研究的是在场中具有正特征向量空间的加法群。现代群论
的处理方法包括如何使用从环子及函子得出的工具。同时，这也是表示论的一个
应用实例，由于我们可以将群与同调群及上同调群相连，这为群模的辨别、延展
构建、不变数的获得等提供了可能，而关键之处还在于投射模。平凡群模的焦点
来自群本身，而群上同调可用于反映群的内部结构，比如群秩。由于同调论源于
拓扑学，故其也可用于具有其他结构的群作用[47]。 
代数系统与群[43](包括半群、带中性元的半群、广群)相比较具有更自由的结
构，起源于分析学和拓扑学，例如拓扑空间的曲线组形成串联下的广群。半群组
成一个大数学对象系，它们是可以进行结合二进制运算但不必可逆的集合，所有
映射的集合形成半群，故可以从代数投影来研究半群，不同的半群具有不同的结
构论及表示论。 
有时一些群具有附加结构，其共同属性是具有一组因子的群，这与组合几何
结构群作用相关。这种具有附加结构的群包括拓扑群和李群[47]。对于微分方程的
分析研究，这些群即为调和分析，当然许多分析都调用在实线或复平面上的群作
用，如傅立叶级数[44]，但也存在有序群和模糊群。其他数学对象上的群作用则将
群论同其他数学分支联系起来，总体说来，关于群作用的问题将逐渐趋向于规范
化。因此，我们可以作如下阐述：作用在向量空间的群为矩阵群的子群，这在线
性代数中已有所研究；作用在域上的群为 Galois 群，这在域扩张领域已得到体现；
作用在特殊低维拓扑空间的群产生簇论[45]；作用在欧几里得空间上的群则为我们
展示了几何学的构成；作用在其他代数对象上的群是图形、网格、环块[46]等的对
称群；另外一些特殊群作用具有特殊应用，如相对论。群论中一些公理化的问题
还可以导出数理逻辑及集合论。 
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1.4 李群及李代数 
李群是由挪威数学家 Sophus Lie[48]创立的一类连续变换群。1870 年前后，
Lie 开始研究连续变换群[49]的概念，并用它们阐明微分方程的解，将微分方程进
行分类。1874 年，他建立了李群的一般理论[50~52],一个李群可以表示成如下形式： 
1 2 1 2( , , , , , ),   1, 2, .i n nx x x x a a a i nφ′ = =" " "  
其中关对 ix 和 ia 都是解析的， ix 是变量，而 ia 是参数， 1 2( , , )nx x x" 表示 n 维空
间中的一点,变量或参数都取实数值或复数值。 
李群是无限群[40]的一类，是迄今为止研究最为清楚的无限群。此概念是 Weyl
在 1928 年提出的，它是具有额外群特性的特殊群，具有簇的结构。所谓簇即是
在局部类似于欧几里得空间的拓扑空间，可微簇是指在簇结构中具有足够的偏微
分可微性及微积分的各种特征。李群研究[53~58]复合了微积分学、代数学、拓扑
学等学科知识，研究过程一般从李群的整体研究简化至其局部结构研究，进一步
将其局部结构研究简化至无穷小结构研究，从而在此基础上讨论对称变换方法，
引入新的求解微分方程的数值方法。研究表明，李群对变换理论和微分方程的检
验有着极其重要的作用。 
李代数[59~63]是一类重要的非结合代数。非结合代数是环论的一个分支，与
结合代数有着密切联系，结合代数的定义中把乘法结合律删去，就是非结合代数。
李代数是 S. Lie 在 19 世纪后期研究连续变换群时引进的一个数学概念，它与李
群的研究密切相关，在更早些时候，它曾以含蓄的形式出现在力学中，其先决条
件是“无穷小变换”概念，这至少可追溯到微积分的发端时代。可用李代数语言
表述的最早事实之一是关于哈密顿方程的积分问题。S. Lie 是从探讨具有 r 个参
数的有限单群的结构开始的，并发现李代数的四种主要类型。法国数学家 É．嘉
当在 1894 年的论文中给出变数和参变数在复数域中的全部单李代数的一个完全
分类。他和德国数学家基灵都发现，全部单李代数分成 4 个类型和 5 个例外代数，
É．嘉当还构造出这些例外代数。É．嘉当和德国数学家 Weyl 还用表示论来研究
李代数，后者得到一个关键性的结果，“李代数”这个术语就是 1934 年由 Weyl
引进的。随着时间的推移，李代数在数学以及古典力学和量子力学中的地位不断
上升，到 20 世纪 80 年代，李代数已不仅仅被理解为群论问题线性化的工具，它
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还是有限群理论及线性代数中许多重要问题的来源。可见，李代数的理论不断得
到完善和发展，其理论与方法已渗透到数学和理论物理的许多领域。 
1.5 李群在微分方程中的应用[64] 
常微分方程的积分是李群理论最有意义的应用之一，李群的奠基人 S. Lie 的
基本思想就是：对于一个常微分方程系统，如果知道了它的足够大的对称群，则
可通过积分来求出它的通解，具体的说，如果知道了一个微分方程的一个单参数
对称群，一阶的方程就可以通过积分求解，高阶的方程则可以降阶。 
偏微分方程的群不变解[65~67]。偏微分方程求解的常用的一种方法是在求方
程的某些类型的解时，可将问题转化为求解常微分方程，即当求方程的一个对称
群的不变解时，方程可约化为常微分方程，具体约化时，不需要找到坐标变换，
只需要找到群的不变量，而寻找群的不变量不一定要知道群本身，只需要找到群
的生成元就行了，当方程的自变量的个数多于两个时，方程虽不能化为常微分方
程，但方程的自变量个数将减少一个。 
利用群的不变性来寻求常微分方程和偏微分方程的解的关键在于利用延拓
理论[68]将微分方程的问题转化为代数方程的问题。如何使微分方程的不变群与生
成元的关系以及求不变群的群不变解变得简明且易于应用就显得特别重要了，这
就是微分方程的对称研究课题[69~74]。 
对称分析始于 19 世纪中期，S. Lie 和 Klein 两位数学家对对称理论有着突出
贡献，S. Lie 发明了对代数和微分方程的检验对称理论，Klein 进一步研究了函数
对称应用的代数部分。利用 S. Lie 的方法可以对微分方程进行新的分类，Lie 理
论[75]的主要目的在于应用其对称特性来求解微分方程，但其手动计算过程将非常
的繁琐，所以初期很少有人使用这种方法来解决实际问题，直到 1950 年，Birkhoff
将此理论应用于水动力学的计算，近年来，Lie 理论引起许多人的关注，在非线
性微分方程的研究领域尤为活跃。相信随着计算机计算能力的快速发展与提高、
计算机算法的改进、计算机符号语言的使用，Lie 理论的应用将越来越广泛。 
微分方程的对称分析是基于微分算子的分析，这些算子包括常微分、全微分、
Fréchet 导数、Euler-Lagrange 导数以及主算子的延拓。而对称分析的基点在于微
分方程的延拓，不幸的是在 Mathematica[76]中没有作为微分算子的延拓指令，不
同类型的导数在对称分析的微积分学中有着不同的应用[77~80]，这将在本文第 2
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章应用李群求解偏微分方程的理论基础中得到体现。 
1.6 本文的工作 
从研究现状中可以看出，在非线性问题的研究中，传统的数值方法、解析方
法的应用都很丰富，而关于纯粹数学理论的应用的研究则相对匮乏。本文以此为
出发点，结合李群在偏微分方程中的应用理论，探索一种新的非线性偏微分方程
数值求解简化方法，对流体力学尤其是水波动力学在海洋工程中的应用极具参考
价值，本文的主要内容安排如下： 
本章分析了非线性力学方程的求解方法现状，简单介绍了群论的基本理论、
分类、特性及其应用；由此进一步阐述了李群作为本文工作的研究起点的一些基
本概念、原理、以及它在微分方程求解中的应用。 
第 2 章详细讨论了李群应用于偏微分方程求解的理论基础，通过对求解过程
中边界条件问题的思考，引出微分系统简化的新思路，为本文研究工作的展开作
好了铺垫。 
第 3 章阐述了利用 mathematica 构建对称群的基本过程，提出了本文的新方
法，并从理论上证明了该方法在数值求解偏微分方程时的可行性、合理性及新颖
性，然后给出了本文方法的求解思路及步骤，最后利用本文方法对几个在水波动
力学中具有代表性的偏微分方程进行了简化降微，并在单微空间上数值求解了这
些方程，得出一些具有物理实际意义的数值解，再将这些解与解析精确解相比较，
从而进一步论证了本文方法的正确性，最后结合物理实际讨论了这些解的特性及
意义。 
第 4 章对本文工作进行了总结，并提出了下一步的工作设想和展望。 
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第 2 章 李群应用于偏微分方程求解的理论基础 
 
2.1 引 言 
对称原理在探寻自然规律的过程中有着极其重要的作用，尤其在数学及物理
学中的应用意义非凡。对称变换分析是一种求解微分方程系统的、精确的方法，
它逐步取代以前用于求解非线性偏微分方程的逆散射方法，因为逆散射方法仅仅
适用于完全可积方程，而对称分析还可研究不完全可积方程，并且随着当今计算
机性能的不断改善，其计算量大的缺点也已不复存在。 
所谓对称，即给定微分方程的解通过某种变换映射为其他的解，李对称则是
指因变量和自变量经过李群群变换后仍保持原微分方程的不变性的一个无穷小
变换，李群是微分方程因变量和自变量的可逆点变换，同时也依赖于连续参数。
这种类型的群对构建微分方程的解有着重要的意义，S. Lie 证明了利用对称群变
换来寻求微分方程的解的方法具有统一性和可扩展性，其具体表现如下： 
①常微分方程的降阶 
②将解映射为其他解 
③偏微分方程自变量个数的减少 
④不变解的构建 
⑤边值问题的不变解的构建 
⑥守恒律的构建 
⑦检验微分方程变换的线性化 
要实现以上任何一种用途，首先必须找到方程的对称(群)，S. Lie 提出了基
于无穷小准则理论的方法来寻求原方程的对称，即将对称分析用于求解微分系统
的李群。目前，基于李群的对称分析方法主要有经典对称方法[1~5]、非经典对称
方法[6~12]、非局部势对称方法[13~15]、用于近似分析的近似对称方法[16~18]及由经典
方法推广的广义对称方法[19~22]等。 
2.2  经典对称方法 
对于一个非线性微分系统，它具有q个因变量uα ，依赖于 p 个自变量 ix ，简
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单表示其关系为 1 2( , , , )qu u u u= … 及 1 2( , , , )px x x x= … ，假设该系统由m 个非线性
微分方程组成，即： 
( )( , ) 0,       1, 2, ,i kx u i mΔ = = …                 (2.1) 
( )ku 项是指u 对 x 的 k 阶偏导数， , , ,m k p q都为任意正整数。对于单参数ε 的李群
群变换： 
( , ; ),       ( , ; )x x u u x uε ε′ ′= Ξ = Φ                (2.2) 
那么(2.1)在(2.2)作用下的不变性意为可将其解 ( )u x= Θ 映射到 ( ; )v x ε= Ψ 。 
将方程(2.2)在 0ε = 处展开，得到如下无穷小变换： 
2( , ) ( ),      1, 2, , ,i i ix x x u i pεξ ο ε′ = + + = …          (2.3) 
2( , ) ( ),      1, 2, , .u u x u qα α αεφ ο ε α′ = + + = …          (2.4) 
iξ 和 αφ 分别是自变量及因变量变换的无穷小因子，为确定 iξ 及 αφ ，我们需将变
换群进行延拓。首先将无穷小变换(2.3)、(2.4)表示如下： 
1 1
( , ) ( , )
p q
i
i i
v x u x u
x uαα α
ξ φ
= =
∂ ∂= +∂ ∂∑ ∑K               (2.5) 
vK表示基于无穷小变换(2.3)、(2.4)的特征量 iξ 和 αφ 的向量场，也称为无穷小生成
元。因此，(2.1)在群变换(2.2)作用下保持不变性的无穷小准则可由下式导出： 
( )
0pr 0
k v Δ=Δ =K                        (2.6) 
于是，无穷小生成元 vK的 k 阶延拓为： 
( ) ( )
1
pr ( , )
q
k J k
J J
v v x u
uα αα
φ
=
∂= + ∂∑∑K K                (2.7) 
式中 1( , , ),  1 ,1l lJ j j j p l k= ≤ ≤ ≤ ≤" ，系数 Jαφ 由(2.8)表示。 
( )
,
1 1
( , ) ( )
p p
J k
J i i i J i
i i
x u D u uα αα αφ φ ξ ξ
= =
= − +∑ ∑             (2.8) 
式中， ,, Ji J i
i i
uuu u
x x
αα
α α ∂∂= =∂ ∂ 。因此，如果 iξ 和 αφ 由(2.6)确定，那么微分系统(2.1)
在具有无穷小生成元(2.5)的单参数群变换作用下就可以保持系统的不变性。 
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2.3  非经典对称方法 
非经典方法是经典方法的一种延伸，它是由 Bluman 和 Cole 在研究热传导问
题时提出的一种对称分析方法。实际上，该方法只是在原微分系统的基础上附加
一个曲面条件，从而形成相应于点对称的“弱对称”。在弱对称过程中，减少了
自变量的个数，同时也就减弱了无穷小因子(例如 2.2 节中提到的 iξ 和 αφ )的限制，
增加了变换群。 
所谓曲面条件是指在群变换下保持解的曲面不变性，即如果 iuα 为微分系统
的解，则该解表述的曲面在无穷小变换中保持不变： 
1
0,   1, , .n i ii u m
α
αξ φ α= − = −∑ "                 (2.9) 
那么，对于 0Δ = ，它在群变换作用下保持不变性的解满足以下系统： 
( )
(1)
( , ) 0
( , ) 0
kx u
Q x uα
Δ =⎧⎪⎨ =⎪⎩
                      (2.10) 
因此，对于 0Δ = 的非经典对称分析，在经典方法下的不变性条件需要延伸至如
下条件： 
( )
0
0
(1)
0
0
pr 0
pr 0
k
Q
Q
v
vQ
α
α
α
Δ==
Δ==
⎧ Δ =⎪⎨ =⎪⎩
K
K                     (2.11) 
由此可见，在经典对称分析与非经典对称分析过程中，其主要的差别就在于曲面
条件的出现。 
对于曲面条件的处理，Levi 和 Winteritz 的算法将(2.9)代入(2.11)消去了 u 的
导数之间的附加关系；而 Clarkson 和 Mandfield 的算法则将程(2.11)替换曲面条
件(2.9)，再用经典对称简化导出决定方程。两种算法的共同点是导出的决定方程
对于无穷小因子 iξ 和 αφ 而言都是超定非线性偏微分方程。  
在非经典对称下，向量场 vK不需要构成李代数，因此它能得出比经典方法更
广泛的相似解，在求解一些方程的过程中还得出了利用经典方法不能得出的一类
解，例如：热传导方程、Boussinesq 方程、Burger 方程、Fizhugh-Nagumo 方程等。
但由于 u 的导数之间的附加关系的存在，其解空间可以不比利用经典对称方法导
出的解空间大，故许多时候非经典方法与经典方法导出的解空间是等同的，并不
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能产出新的解。 
在现有方法中，无论是经典方法还是非经典方法，只要确定无穷小因子 iξ 和
αφ ，其后续处理方法是一样的，即由以下特征方程 
1 2 1 2
1 2 1 2
d dd d d dn m
n m
x ux x u u
ξ ξ ξ φ φ φ= = = = = =" "             (2.12) 
导出不变量，再以不变量为新的自变量和因变量，构造新的、保持原系统不变的
降维系统，并由此求出原系统(2.1)的不变解。本文的方法与此略有不同，详见后
述。 
经典对称和非经典对称都隶属于局部对称，下一节我们将引入非局部对称的
概念。 
2.4  势对称方法 
2.4.1 势对称理论 
势对称方法是一种非局部对称方法，它不同于隶属于局部对称的经典和非经
典对称方法，但同时，它又不能看作是完全包含局部对称的全局对称，因为它通
过对与原微分系统之等效的新系统的对称分析，从而导出与局部对称方法得出的
解空间不尽相同的解空间。 
设存在偏微分系统 0Δ = ， ( )u x 为该系统的一个解，若 0Δ = 中至少存在一个
可看作守恒律的偏微分方程，比如 0mΔ = 作为守恒律，则可以表示如下： 
( 1)
1
( , ) 0
n
i k
i
i
D f x u −
=
=∑  
此时，我们可以引入与 ( )u x 相关的新变量 ( )v x ，这就构成了新的等效偏微分系统。
表示为： 
( )
( 1)
1
( , ) 0,    1, , 1
( , ) 0
v k
n
i k
i
i
x u v m
D f x u −
=
⎧Δ = = −⎪⎨ =⎪⎩∑
…
             (2.13) 
据 (2.13) ， 引 入 1n − 个 辅 助 变 量 1 1( ) ( ( ), , ( ))nv x v x v x−= … 构 成 势 系 统
( ) (1)( , , ) 0kx u vΨ = , 
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2
1 ( 1) 1
( 1) 1 1
1 1
( 1) 1 1
1
( )
( , )
( , ) ( 1) [ ],    1
( , ) ( 1)
( , ) 0,    1, , 1
k
x
l k l l l
l l
n k n n
n
v k
f x u v
f x u v v l n
f x u v
x u v m
−
− − −
+ −
− − −
−
⎧ =⎪ = − + < <⎪⎨ = −⎪⎪Δ = = −⎩ …
      (2.14) 
这里，如果 ( , )u v 是 0Ψ = 的解，则u 是 0Δ = 的唯一解；如果u 是 0Δ = 的一个解，
则存在一个 v使得 ( , )u v 也是 0Ψ = 的解，但由于 f 不唯一，故 v不是唯一的。可
见，Δ和Ψ相互紧密相关。 
对于 0Δ = 的势系统 0Ψ = ，其点对称为： 
1
1 1 1 1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )
m n n n
i i i i
i i
v x u v x u v u x u v x u v v
u v
α β
α βα β
α β
φ ξ χ ξ−Ψ
= = = =
∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ ∑ ∑ ∑
K  
(2.15) 
式中，如果无穷小因子 αφ 和 iξ 依赖于在非局部对称下引入的辅助变量 ( )v x ，该
变换就不能局限于原系统的变量空间(x,u)，而是被扩展到势系统的变量空间
(x,u,v)，因而称此时的势系统对称为非局部对称， vΨK 则被称为原系统 0Δ = 的势
对称。 
2.4.2 势系统的确定 
在势系统的推导过程中，要考虑两种情况，第一种情况是原系统的一个方程
已经具有势的形式，第二种情况是原系统的任何一个方程都不具有势的形式，但
这些方程的组合具有势形式。第一种情况由 0Δ = 的守恒律组成，如(2.13)，对于
第二种情况，我们必须考虑将一些偏微分方程乘以因子 λ，才能使原方程转换为
守恒形式。 
设存在至少一个 λμ不为零的积分因子 1( , ) ( ( , ), , ( , ))mx u x u x uλ λ λ= … ，即可得
出原方程与守恒律之间的关系： 
( ) ( )
1 1
( , ) ( , ) ( , )
m n
v v k i k
i
v i
x u x u D f x uλ
= =
Δ =∑ ∑               (2.16) 
只要确定恰当的积分因子，我们可以将整个寻求势系统的过程递推下去，构
建一个完整的链式势系统，最后对所有这些的系统进行对称分析。我们便可以通
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过势对称方法构建新的解，而势系统的非局部特性决定了我们导出的新解与利用
经典对称及非经典对称寻求原系统的解是显然不同的。 
对于利用势对称方法构建在局部对称下不能得到的原系统Δ的新解，有两种
方法可以实现：①通过势对称有限变换，由原来的解构建新的解；②计算不变解。
另外一种寻求势系统新解的方法是利用不可逆映射法将其线性化，但有时原系统
不能通过该方法线性化，故该方法具有很大的局限性。 
2.5 近似对称方法 
2.5.1 单参数近似群 
近似对称方法是由 V.A. Baikov 和 Ibragimov 在 1989 年提出的，该方法基于
变换的近似群的概念，它在处理依赖于小参数ε 的偏微分方程时非常有效。小参
数ε 通常用于检验微分方程的一些极限问题，同时它对经典对称的检验也非常有
用。 
定义函数的自变量 1 2( , , , )Nx x x x= " ，ε 为函数依赖的小参数， 1pε + 阶无穷小
函数可由 ( , )p xθ ε 表示， 0p > ，条件为 ( , ) ( )pp x Oθ ε ε= ，由此演化为： 
0
( , )
lim 0p p
x
ε
θ ε
ε→ =                        (2.21) 
近似的定义：假定 f 和 g 是关于 x 的解析函数，定义 p 阶近似： f g∼  
( , ) ( , ) ( )pf z g z oε ε ε= + ， 0p ≤  
对于具有坐标 ( , ),     1, ,jif x j Nε = " 的向量函数 ( , ),     0, ,if x i pε = " ，其单参
数近似变换群表示如下： 
0
( , ),     1, ,pj i jiix f x j Nδ ε∗ = =∑∼ "               (2.22) 
此时， 1 2( , , , ) NNx x x x= ∈" \ 为原坐标， 1 2( , , , )Nx x x x∗ ∗ ∗ ∗= " 为新坐标， ,ε δ 分别为
群参数和扰动参数，则群变换满足以下条件： 
( , 0, )f x xε δ= ∼                      (2.23) 
进一步定义变换 ( , , )x f x ε δ∗ = ，在 0ε = 邻域内取任意ε 值都使得 ( , , )f x xε δ ∼ ，
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对所有变换 x f= ， 如果 
( ( , , ), , ) ( , , )f f x F xε δ γ δ ε γ δ+∼              (2.24) 
我们便将该变换的集合 G 称为局部单参数近似变换群。 
2.5.2 近似对称 
与经典对称类似，近似群变换产生向量场： 
1
( , )p ii ixv xξ δ= ∂∂=∑K                      (2.25) 
其中， 0 1( , ) ( ) ( ) ( )p pi i i ix x x xξ δ ξ δξ δ ξ+ + +∼ " ，向量场 0 1( , , , )pξ ξ ξ" 的元素由群变
换的扩展系数 0
( , , ) | , 0,1, ;  1, 2, ,
v
v i
i
f x v p i Nε
ε δξ ε =
∂= = =∂ " " 给出。因此，近似向
量场可写成： 
0 1( ( ) ( ) ( ))p pi i i ixv x x xξ δξ δ ξ ∂∂+ + +
K ∼ "             (2.26) 
可见，与经典方法的向量场的不同之处在于向量场系数相对于扰动参数δ 进行了
扩展，这些系数是由群变换 f 关于 ,ε δ 的 Taylor 展开而得到的。关于近似对称与
Lie 理论之间的联系，在文献[16]中有详细讨论，我们在此只作近似对称的算法
的描述。 
若 G 是由(2.34)给出的近似变换群，近似阶数 p q≥ ，近似方程为： 
0 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
q q
qx x x x oε ε ε εΔ = Δ + Δ + + Δ ="          (2.27) 
如果 ( ( , , ), ) ( )qf x oδ ε ε εΔ = ，且 1 2( , , , )Nx x x x= " 满足(2.27)，则(2.27)在群 G 变换
的作用下保持近似不变性，当近似向量场由(2.25)给出时，保持这种近似不变性
的无穷小准则为： 
( )
( , ) ( )
pr ( , ) | ( )qk qx ov x oε εε εΔ =Δ =K                (2.28) 
2.6  广义对称方法 
不同于经典对称、非经典对称及势对称的特性，将同时应用于自变量、因变
量及其导数的变换，这种变换决定了群 G 的性质。 
对于非线性微分系统 
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( )( , ) 0,       1, 2, ,
i
kx u i mΔ = = …                 (2.29) 
式中， ( )ku 表示u 对 x 的各阶导数。(2.29)依赖于单参数ε 的群变换为： 
( ) ( )( , ; ),   ( , ; )k kx x u u x uε ε∗ ∗= Ξ = Φ              (2.30) 
假设函数Ξ及Φ分别相对于因变量及自变量可微，(2.29)在(2.30)作用下产生向量
场： 
( ) ( )1 1
( , ) ( , )p qi k ki ix uv x u x uαα αξ φ= =∂ ∂∂ ∂= +∑ ∑K            (2.31) 
无穷小因子 iξ , αφ 可由群变换对参数ε 求导并令 0ε = 得出： 
( ) ( )
( ) 0 ( ) 0
( , ; ) ( , ; )
( , ) | ,    ( , ) |k ki k k
x u x u
x u x uε α ε
ε εξ φε ε= =
∂Ξ ∂Φ= =∂ ∂     (2.32) 
相应于(2.32)的无穷小变换由下式给出： 
2
( )
2
( )
( , ) ( ),      1, 2, ,
( , ) ( ),      1, 2, ,
i i i k
k
x x x u o i p
u u x u o qα α α
εξ ε
εφ ε α
∗
∗
⎧ = + + =⎪⎨ = + + =⎪⎩
"
"          (2.33) 
可见，这是经典对称的直接推广，另一方面，也可简单表述如下： 
2
( ) ( )1
       1, 2, ,
( ( , ) ( , )) ( ),      1, 2, ,
i i
p
k i i ki
x x i p
u u x u u x u o qα α ααε φ ξ ε α
∗
∗
=
⎧ = =⎪⎨ = + − + =⎪⎩ ∑
"
"
 (2.34) 
(2.34)用因变量变换代替了整个群变换。此时，向量场 QvK 为： 
( )
1
( , )
q
Q k u
v Q x u αα
α=
∂
∂=∑K                     (2.35) 
式中， ( )( , )kQ Q x uα α= 是向量场 QvK 的特征式，它由(2.36)式确定。 
1
     1, 2 ,p i iiQ u q
α
α αφ ξ α== − =∑ "               (2.36) 
从以上这些关系可以看出，经典对称只是广义对称的一个子集，只要限制关
于变量 x 及 u 的无穷小因子的依赖性，我们就可以得出经典对称。如何求解Qα 与
在经典对称中提到的方法类似，即 
0pr | 0Qv Δ=Δ =K                          (2.37) 
pr Qv
K 为向量场 QvK 的延拓，一般表示如下： 
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1
pr
J
p
Q JJ uv D Q ααα=
∂
∂=∑ ∑K                   (2.38) 
JD 为依赖于复标 J的全微分，保持(2.29)的不变性的条件(无穷小准则)即为(2.37)，
对于(2.37)，如果我们求出 u 对 x 的任意阶导数的系数，就可以得到关于Qα 的线
性复合的偏微分方程系统，而实际运算中阶数并非无穷大。由此可见，(2.37)是
广义对称方法的关键所在。 
2.7 讨 论 
所有这些方法目的都在于寻求保持偏微分方程不变性的李群(对称)，然后再
得到满足原方程的不变解。使用非经典方法得出的解虽然不一定完全包含经典方
法得出的解，但它可以得到一些经典方法无法得到的解[23,24]，文献[25]比较了二
者的异同。近几年基于非经典的解法发展迅速，由此延伸至非经典势对称、近似
势对称、非经典条件势对称等方法[26~28]，从而我们可以针对不同的方法得到偏
微分方程越来越丰富的群，进一步导出更广阔的解空间，这样固然很好体现了群
方法应用于偏微分方程中的优点，即不必考虑方程是否线性或完全可积。但同时，
李群方法在求解偏微分方程时的不足之处也暴露无遗：目前的群对称方法都是利
用特征方程(2.39)得到不变量，然后再得到以不变量作为新变量的降维方程，最
后通过求解降维方程得到原方程的不变解。 
d di
i
x u
ξ φ=                           (2.39) 
如果无法求解(2.39)，就无法得到新变量的降维方程，也就无法得到原方程
的不变解。而求解(2.39)有时比求解原方程还难。为了能够求解(2.39)，普遍的做
法是将无穷小因子设定得足够简单。这样一来，就只能得到少数特解。过于简单
的无穷小因子大大降低了解的丰富性，使得现有的李群方法基本上无法应用于边
（初）值问题的求解。文献[30]利用上述特解反过来构造原方程的边界条件，得
到的仅仅是一些特殊的边界条件；其方法往往无法得到常用的边界条件的解。那
么，怎样避开特征方程(2.39)的求解而得到尽可能全面的降维方程，以最大限度
的满足定解问题的边界处理，是一个非常有意义的研究方向。本文第 3 章中将阐
述一种新的简化方法。 
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第 3 章 基于李群的分离变量法及其解 
 
3.1 引 言 
上一章我们指出了现有的、基于李群的微分方程的简化方法的难点之一，是
求解特征方程(2.39)得到不变量。对于具有复杂的无穷小因子的特征方程，其求
解有时候甚至比直接求解原方程还要困难。为了降低求解难度，只好将复杂的无
穷小因子简单化，因此而降低了解的丰富性。 
可见，如果能够避免解特征方程(2.39)的求解，便可望得到更加丰富的解。
为此，文献[7]在非经典李群方法上提出新的构建降维方程的思想，即结合非经
典方法中的解曲面条件，实现原偏微分方程的降维。由于该方法所得到的降维系
统仍采用原方程的变量，只是将其中的某些变量变成了参数，因此被称为基于李
群的分离变量法。 
为了更加清晰的描述该方法，我们在 3.2 节以 Boussinesq 方程为例，给出了
经典李群、非经典李群的求解详尽步骤。在 3.3 节描述了偏微分方程的数值求解
的具体步骤。在 3.4~3.6 节中，对 Burgers 方程、KdV 方程、Camassa-Holm 方程
做了计算，采用文献[7]的方法得到了一些众所周知的特解，以验证文献[7]的方
法的正确性；此外得到一些现有的李群方法无法得到的解。 
3.2 对称群无穷小生成元的求解 
3.2.1 经典李群的求解 
为了求解偏微分方程的李群无穷小生成元，下面我们以 Boussinesq 方程经典
对称为例，其他任意偏微分方程的经典群对称方法都可以由此推广。 
Boussinesq 方 程 ： 2 0tt xx x xxxxu uu u u+ + + = 经 典 李 群 无 穷 小 生 成 元 的
mathematica 实现过程[32]及源代码： 
Solving the infinitesimals of Boussinesq equation by classical Lie symmetry 
1． U=u[x,t];Ux=D[U,x];Ut=D[U,t];Uxx=D[Ux,x];Uxt=D[Ux,t];Utt=D[Ut,t]; 
Uxxx=D[Uxx,x];Uxxt=D[Uxx,t];Uxtt=D[Uxt,t];Uttt=D[Utt,t]; 
Uxxxx=D[Uxxx,x];Uxxxt=D[Uxxx,t];Uxxtt=D[Uxxt,t];Uxxxxx=D[Uxxxx,x]; 
Uxxxxt=D[Uxxxx,t];   /*定义微分变量*/ 
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2.     Ξ=ξ[x,t,U];Τ=τ[x,t,U];Φ =φ[x,t,U];   /*定义向量场分量*/ 
3. 　Φx = Dt[Φ - Ξ Ux - Τ Ut, x] + Ξ Uxx + Τ Uxt /. Dt[t, x] -> 0; 
Φtt = Dt[Φ - Ξ Ux - Τ Ut, t, t] + Ξ Uxtt + Τ Uttt /. {Dt[x, t] -> 0,Dt[x, {t, 2}] -> 0}; 
Φxx = Dt[Φ - Ξ Ux - Τ Ut, x, x] + Ξ Uxxx + Τ Uxxt /. {Dt[t, x] -> 0,Dt[t, {x, 2}] -> 0}; 
Φxxxx = Dt[Φ - Ξ Ux - Τ Ut, {x, 4}] + Ξ Uxxxxx + Τ Uxxxxt /. {Dt[t, x] -> 0, 
Dt[t, {x, 2}] -> 0, Dt[t, {x, 3}] -> 0, Dt[t, {x, 4}] -> 0}; 
/*群延拓的微分子项*/ 
4.  prv=Φtt + U Φxx + Uxx Φ + 2 Ux Φx + Φxxxx        /*群延拓定义*/ 
5.  X2F = Φtt + U Φxx + Uxx Φ + 2 Ux Φx + Φxxxx /. Utt -> -(U Uxx + Ux Ux + Uxxxx) 
           /*代入延拓条件 Δ=0*/ 
6.  X2F1 = ExpandAll[X2F]     /*群延拓展开*/ 
7.  D[X2F1, Uxxxx]; D[X2F1, Uxxxt];   /*求延拓中含 u 对自变量最高阶偏导数项的系数, 
并令其等于零，推出结果：Ξ= ξ[x, t];Τ= τ[t]; 2τt -4ξx=0;*/ 
8.  /*将 7 中结果Ξ= ξ[x, t];Τ= τ[t];代入 2，重复步骤 2~6，并将延拓展开结果定义为 X3F1*/ 
9.  D[X3F1, Uxxx]; D[X2F1, Uxxt]; D[X2F1, Uxt];    /*求延拓中含 u 对自变量次高阶偏导 
数项的系数, 并令其等于零，推出结果：φυυ=0;Ξ= ξ[x]; τtt -2φτυ=0;*/ 
10.  /*将 7、9 中结果Ξ= ξ[x];Τ= τ[t];代入 2，重复步骤 2~6，并将延拓展开结果定义为 
X4F1*/ 
11.  X4FC = Collect[X4F1, {Ux, Ut, Uxx, Uxxx, Uxxxx}]；   /*将延拓排列成 Ux, Ut, Uxx， 
Uxxx,Uxxxx 的幂的和的形式*/ 
12.  Coefficient[X4FC, Ux Ux]；Coefficient[X4FC, Ut]；Coefficient[X4FC, Uxxx] 
Coefficient[X4FC, Uxx]；Coefficient[X4FC, Uxxxx]；Coefficient[X4FC, U] 
/*分别提取 Ux, Ut, Uxx, Uxxx, Uxxxx 的系数并令其等于零，推出结果：Ξ= ax + b; 
Τ=2a t + c; F=f[t,u];a,b,c 为任意常数*/ 
13. /*将 12 中结果代入 2，重复步骤 2~6，并将延拓展开结果定义为 X5F1，重复步骤 11~12， 
推出结果：Ξ = a x + b; Τ = 2 a t + c; Φ = -2a U; */ 
14. /*将 13 中结果代入 2，重复步骤 2~6，展开群延拓式运算为零，故结果正确*/ 
3.2.2 非经典李群的求解 
在经典李群对称的基础上，同时考虑曲面条件(2.9)，即当且仅当 
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( )
0
0
(1)
0
0
pr 0
pr 0
k
Q
Q
v
vQ
α
α
α
Δ==
Δ==
⎧ Δ =⎪⎨ =⎪⎩
K
K  
成立时，偏微分系统 ( )( , ) 0i kx uΔ = 将产生非经典李群无穷小生成元，下面我们仍
以 Boussinesq 方程的非经典对称为例，其他任意偏微分方程的非经典群对称方法
都可以由此推广。 
Solving the infinitesimals of Boussinesq equation by non-classical Lie symmetry 
1.  微分变量、向量场分量、群延拓的微分子项、群延拓的定义同经典方法中的步骤 1~4 
2.  X2F = Φtt + U Φxx + Uxx Φ + 2 Ux Φx + Φxxxx /. Utt -> -(U Uxx + Ux Ux + Uxxxx) 
           /*代入延拓条件 Δ=0*/ 
3.  X2F1= X2F /.Ut->(Φ-ΞUx)/Τ  /*代入解曲面条件 Qa=0*/ 
4.  X2F2 = ExpandAll[X2F1]     /*群延拓展开*/ 
5.  对延拓展开式中各项系数的处理方法同经典方法中的步骤 7~12 
6. 得出结果如下： 
 2 21 2 2 1 , 2 1 2 1 2 ,2 ( ) ( ) (2( ) ( ) ( ) ) 0t t t t t t tζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ− − + + = ； 
   1 22 1
2
( )1
( )
4 4
t
t
x
x
ζ ζξ ζ ζ ζ= + −  
   1τ ζ=  
   1 21
2
( )1
( )
2
t
tu
ζ ζφ ζ ζ= − +
⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠  
3.3 数值求解整体思路 
结合文献[7]中的理论推导，现将本文方法应用于偏微分方程数值求解的整
体思路总结如下： 
①求出给定偏微分方程的经典、非经典、或在第二章中提到的任意一种对称
李群的向量场分量，具体步骤参见本章 3.2 节中结合实例做出的详细阐述。 
②根据文献[7]中推导出的降维方法，导出原方程的降维简化系统，实现微
分系统由李群变换不变量解解析描述[33]到单微空间数值描述的转换。实例见 3.4、
3.5 及 3.6 节中具体方程的降维简化。 
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③初始条件及群参数的确定。对于初始条件，我们可以利用原微分方程的物
理特性给定一些特征点的初始值；对于群参数，我们可以由初始条件结合原微分
方程在李群变换作用下的解曲面条件反推得到。 
④求解降维系统。根据③得到的群参数和边、初值条件，经过群变换，得到
定义域中任意一点的邻域的边、初值条件，再通过降维方程得到解。图 3-1 为
含 4 个自变量的偏微分方程的求解示意，图中[ , ]iP n 中的 iP 为计算初点， n 为
方向指向，给出沿 n 方向的降维方程并求解，便可得到其邻近任何一点的解。 
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图 3-1 4-变量降维系统数值求解示意 
下面我们对 Burgers 方程、KdV 方程、Camassa-Holm 方程做数值求解。 
3.4  Burgers 方程 
Burgers 方程的对称分析[1]之所以能引起学者们的广泛关注，因为该方程可
以由任意初始条件得到解析解[2]。而基于群论局部对称的不变量解更是研究该方
程的便利手段，Maria Luz GANDARIAS[3]就重点研究了其非经典势对称。该方程
是第一个用 Lie 对称求其不变解的具有物理意义的非线性演化方程，它不具有孤
立子解，只有唯一的守恒量却具有无穷多的对称(Lie 对称)，它还可以通过一个
简单的变换将其转化为热方程来研究其对称性及不变解。另一方面，Burgers 方
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程的数值解研究[4]也极具意义，因为该方程可应用于粘性流震动波行进的流动相
似理论以及 Burgers 的湍流模型。Cole 研究了 Burgers 方程的普通性质并解释了
它的一些具体应用，而有限元及有限差分等方法[5,6]在 Burgers 方程的应用则进一
步推进了其数值解的研究。下面根据本文方法来讨论该方程。 
3.4.1 方程的经典及非经典对称不变解 
对于 Burgers 方程： 
0t x xxu uu u+ − =                         (3.1) 
这时， {( , )}, { }X x t U u= = ,而微分系统定义于 (2)X U× 中， 
(2)( , , ) t x xxx t u u uu uΔ = + −  
设经典李群的生成元： 
( , , ) ( , , ) ( , , )V x t u x t u x t u
x t x
ξ τ φ∂ ∂ ∂= + +∂ ∂ ∂            (3.2) 
方程的二阶延拓为： 
(2)pr x t xx xt tt
x t xx xt tt
V V
u u u u u
φ φ φ φ φ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂     (3.3) 
故有， (2)
0
pr ( ) 0V Δ=Δ = ，必须且只须 
0
( ) 0t x xxxu uφ φ φ φ Δ=+ + − =                  (3.4) 
其中，                 
2 ( )
x
x x x t x
t
t x t t t
xx
x x t xxx xxt
D u D u D
D u D u D
D u u u u
φ φ ξ τ
φ φ ξ τ
φ φ ξ τ ξ τ
⎧ = − −⎪ = − −⎨⎪ = − − + +⎩
 
将此代入(3.3)并利用数学软件 Mathemetica 展开并推导，得出向量场的分量： 
2 4 3 5
1 3 5
4 3 5 5
( )
(2 )
( )
c c t c c t x
c c c t t
c c c t u c x
ξ
τ
φ
= + + +⎧⎪ = + +⎨⎪ = − + +⎩
                   (3.5) 
式中，c1, c2 ,c3 ,c4 ,c5为任意常数，可见不变群的全体生成元构成李代数包含一个
5 维的子代数，并具有下列得一组基： 
 
2
1 2
3 4 5
, ( )
2 , ,
V t V xt t tu x
x u x t u
V x t u V V
x t u t x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎧ = + = − − + −⎪⎪ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎨ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪ = − − + = =⎪ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩
         (3.6) 
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对于非经典无穷小对称的向量场满足以下条件： 
t x uν ξ φ= ∂ + ∂ + ∂  
则由 Mathemetica 导出ξ及φ必须满足以下方程： 
0, 2 2( ) 0, 2 0
(2 ) 2 2 0
uu uu xu u xx x x t
xx x u t xu
u u
u
ξ φ ξ ξ ξ φ φξ φ φ
ξ ξ ξ φξ ξ φ φ
= − − − = + + + =⎧⎨ − − + − − + =⎩
     (3.7) 
由(3.7)产生无穷小非经典对称： 
1
2 3 2 21 1 1 1
2 0 1 2 0 1 2 0 12 4 2 2
21
0 2 0 0 0 32
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3 2
3 21 1 1
4 12 4 4
3 21 1 1
5 2 22 4 2
1
6 2
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      ( ) ]
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(
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t x
u
t x u
t x u
t x u
t
V u
V u a t a t a u u a t a t a a t a xu
b t b u a x b x a t a
uV u
V u u a u
V a u u a u
V u x−
= ∂ + ∂
= ∂ + − + + + ∂ + − + + + − +
+ + + − + + ∂
= ∂ − ∂ − ∂
= ∂ − ∂ − − ∂
= ∂ + − ∂ + − + ∂
= ∂ − +
2
1 31
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3 21 1 1
7 2 4 2
) ( )
2
( ( , )) ( ( , ) )
x u
t x u
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪ ∂ − + ∂⎪⎪⎪ = ∂ + − + ∂ + − + ∂⎩
 
式中， ,a b为任意参数， ( , )w t x 是 Burgers 方程 2 0t x xxw ww w+ − = 的任意解。 
故我们可以进一步得出非经典对称下的一组不变量解： 
1 1 1
2 2
1 1 2 1 1
2 2
2 2 2
2 3
2 2
( exp( ) 1)4( , ) / , ( , ) , ( , )
2 exp( ) 1 exp( / 2 / 4)
1 exp( ) 12 6( , ) 2 , ( , )
exp( ) 6
a c a xxu x t x t u x t u x t
x t c a x c a x a t
a a x a t t xu x t u x t
x a x a t xt x
−⎧ = = − = −⎪ + + ± −⎪⎨ + + +⎪ = − = −⎪ + + +⎩
 
3.4.2 验证由文献[7]得出的方法 
3.4.2.1 降维方程的得出 
对于 Burgers 方程，存在特征不变量精确解： 
exp[ ( )]( , )
exp[ ( ]
A x t Bu x t A
A x t B
λλ λ
− −= − − +                (3.9) 
式中 , ,A B λ为任意常数，有关此解的详细推导参见文献[7]。 
为了利用此精确解来验证本文方法所得出的数值解，我们必须首先由此解反
推出包含此特解的解空间所诱导的李群，结果如下： 
第 3 章 基于李群的分离变量法及其解 
31 
3 4 2 5
2
2 5 1
4 5 2 5
4 ( )
4( )
4 4( )
c c t x t c c
t c c c
c xc t c c u
ξ
τ
φ
= + + +⎧⎪ = + +⎨⎪ = + − +⎩
                   (3.10) 
根据文献[7]的降维方法，我们可以得到任意时刻 xt t= 沿 x 向的降维微分方
程为：(注：由于该计算过程是在 mathematica5.1 中实现，方便起见，下面给出
其源代码) 
 
(3.11) 
同理，可导出任意 tx x= 位置沿 t 向的降维方程： 
 
 (3.12) 
其中，c[i]为(4.10)中的 1, 2,3, 4,5,ic i = 。 
3.4.2.2 初边值的确定及降维方程的数值求解 
对于在 0t = 的边界上,由(3.9)，我们可以得出： 
exp[ ]( ,0)
exp[ ]
Ax Bu x A
Ax B
λ −= − + ，
2
2
2 exp[ ]( ,0)
(exp[ ] )x
A B Axu x
Ax B
= − +        (3.13) 
将(3.9)代入(3.1)及(3.3)，结合(3.13)，反推出群参数 2 3 4 5, , ,c c c c 的约束方程(3.14)： 
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=0                                                          (3.14) 
注意(3.14)中 Axe 的 0~2 次幂的展开，可知 
3 1 4 5, 0c c c cλ= = =                        (3.15) 
(3.15)即为在保持原方程(3.1)不变性的条件下，群参数所必须满足的关系。 
那么，只要确定(3.9)式中的待定系数 1, , ,A B c λ ，我们便可得出计算初值，于
是，我们可根据(3.11)及(3.12)计算出 Burgers 方程任意时刻任意位置沿任意方向
的数值解，其求解方式有两种： 
①计算点→单维数值解→计算点。该计算方式是从任意点出发，沿解空间
的任意坐标指向计算，到某个计算点时，由解曲面条件，反演在出该点上沿其他
坐标指向计算的初值，再沿此指向数值求解到下一个计算点，依此类推，我们便
可得出原方程解空间上的任意数值解。 
②计算点→计算点→单维数值解。该计算方式是基于李群作用下点变换的
无穷小原理： d d d, ,x t u
d d d
ξ τ φε ε ε= = = 。只要确定一个计算点，且知道另一个计算
点的位置，那么我们便可由此反推出ε ，进而确定所需计算点的所有计算初值，
立马可沿其解空间的任意单维指向进行数值计算。 
3.4.2.3 验证结果及误差分析 
(1) 确定 12, 3, 5, 3A B cλ= − = = = ，我们得出 [ 3,3]x∈ − , [ 3,3]t∈ − 上精确解(3.9)
的三维解曲面如图 3-1。 
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图 3-1 [ 3, 3]x∈ − , [ 3, 3]t ∈ − 上精确解的三维解曲面 
(2) 按照前节所述的第①种计算方式，我们得出 t=0 时刻单维指向上的数值解
如图 4-2(a)，进一步求出 t=0.2 时同样单维指向上的数值解，并与精确解相比较，
计算误差如图 3-2(b)。 
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   -3 -2 -1 1 2 3
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 (a) t=0 时刻 [ 3, 3]x∈ − 的解曲线，红色曲线代表数值解，蓝色曲线代表精确解 
0.5 1 1.5 2
-3.5 ×10-7
-2.5 ×10-7
-2×10-7
-1.5 ×10-7
-1×10-7
 
 (b) t=0.2 时刻 [0, 2]x∈ 上数值解与精确解的误差 
图 3-2  按计算方式①所得出的数值计算结果分析 
(3) 由第②种计算方式，我们由 ( , ) (0,0)x t = 变换到 ( , ) (500,100)x t = ，从而求
出区间[500 ,500]x−Δ 及[500,500 ]x+ Δ 上的数值解如图 3-3(a)， 
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(a)t=100 时刻 [500, 5]x∈ ± 上的数值解 
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(b)t=100 时刻 [495, 500]x∈ 数值解与精确解的误差 
501 502 503 504
-6×10-8
-4×10-8
-2×10-8
 
 
(c)t=100 时刻 [500, 505]x∈ 数值解与精确解的误差 
图 3-3  按计算方式②所得出的数值计算结果分析 
3.4.3 本例小结 
通常的数值方法在求解一个时空问题时，需要从初始条件出发，根据边界条
件求出邻近时刻的、沿空间分布的解，以逐渐得到某一时刻某一空间的解。由于
解的关联性，前一时刻解的误差到后一时刻会逐渐放大，因此往往在求解到某一
时刻，误差已经放大到无法接受的地步，继续计算已经失去意义。本文的方法不
存在这个问题。通过 3.4.2.2 中的方法，我们可以得到一个很长时间后的、任意
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点的解，其精度与初始时刻的精度一致。 
在得到了含待定群参数的降维方程后，借用前人得出的 Burgers 方程的不变
量精确解，反推出诱导此特解的李群，以此导出计算初始点的初始条件，再求解
降维方程，得出原方程的数值解。通过与精确解的比较，误差在 10-7~10-8 之间，
优于其他数值方法的精确度，由此证明了该方法的有效性及优越性。 
3.5 KdV 方程 
“孤立子”[8]作为非线性科学的核心问题之一，它其有以下几个重大特征：
一是孤立子解[9]，二是 Bäcklund 交换[10]，三是无穷多守恒律[11]，四是散射反演
法[12]。正是这些特点促使孤立子成为当今世界研究的热点问题。就其历史而言，
可追溯到 1834 年英国力学家 Russell 在海边发现的孤立海波，而荷兰数学家
Korteweg 和 Vries 在 1895 年讨论无粘滞不可压缩液体表面波动力学时引入了现
在著名的 KdV 方程。随后在物理学、工程学、激光理论、孤立波的观测和在浅
水中的传播等许多问题中都相继引入 KdV 方程。 
KdV 方程是一个完全的可积系统，它具有无穷多的守恒律。一个线性波动
由于在介质中传播时存在色散，所以该波动是不稳定的。只有当在波动中存在非
线性的会聚时，且色散与会聚两种作用出现某种平衡，才会出现波形稳定的孤立
波。在 KdV 方程中正是同时存在了这两种效应，鉴于此，其数值解的研究十分
活跃，目前已经有许多学者使用不同的方法对 KdV 方程进行了数值求解，其中
具有代表性的方法包括二阶样条近似法、解析-数值法、修正 Bernstein 多项式法
以及 Galerkin B 样条有限元方法等[13~20]。下面将讨论本文方法在 KdV 方程数值
求解中的应用。 
3.5.1 方程的对称 
基于 Korteweg de Vries 方程： 
0t x xxxu uu u+ + =                           (3.16) 
的微分系统： (3)( , , ) t x xxxx t u u uu uΔ = + + 。 
假设其不变群的生成元为： 
( , , ) ( , , ) ( , , )V x t u x t u x t u
x t x
ξ τ φ∂ ∂ ∂= + +∂ ∂ ∂  
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则方程的三阶延拓 (3)
0
pr ( ) 0V Δ=Δ = ，必须且只须 
0
( ) 0t x xxxxu uφ φ φ φ Δ=+ + + =                       (3.17) 
其中， 
3 ( )
t
t x t t t
x
x x x t x
xxx
x x t xxxx xxxt
D u D u D
D u D u D
D u u u u
φ φ ξ τ
φ φ ξ τ
φ φ ξ τ ξ τ
⎧ = − −⎪ = − −⎨⎪ = − − + +⎩
        (3.18) 
将(3.18)代入(3.17)导出原方程在李群对称下的向量场分量： 
1 3 4 2 4 3 4,  3 ,  2c c t c x c c t c c uξ τ φ= + + = + = −        (3.19) 
式中，c1, c2 ,c3 ,c4 ,c5为任意常数，可由此得到不变群 4 维子李代数的一组基： 
1
2
3
4
   (X )
 (T )
( )
( )
           
            
      
     
3 2   
 
x
t
x u
x t u
V
V
V t
V x t u
= ∂⎧⎪ = ∂⎪⎨ = ∂ + ∂⎪⎪ = ∂ + ∂ − ∂⎩
轴平移
轴平移
伽利略变换
标量变换
       (3.20) 
而对于其他 KdV 方程的非标准形式，我们以同样的方法得出其向量场分量，方
便起见，现归纳如表 3-1。 
 
表 3-1 不同类型 KdV 方程的李群向量场分量 
不同形式的 KdV 方程 向量场分量 
维
数
0t x xxxu uu u+ + =  1 3 4 2 4 3 4,  3 ,  2c c t c x c c t c c uξ τ φ= + + = + = −  4
6 0
2 t x xxx
u u uu u
t
+ + + =  
1
4 3 1 2 1 26
3 1 2 2
2 (2 3 ) , ( )
4 16 24
24
c c t c c t x c c t t
c c tu c tu c x
t
ξ τ
φ
= + + + = +
− − +=  4
6 0t x xxx
u u uu u
t
+ + + =  31 4 2 3 2 2Log[ ], 3 , 26
cc c c x c t c t c u
t
ξ τ φ= + + + = = −  3
0t x xxxu u u uα β+ + =  2 1 10 [ ]d , 0,
t
c c t t cξ α ε τ φ′ ′= + = =∫  2
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1
2
0
( )
(6 ) 0
t x x
x xxx
u k u h u xu
k u u u
+ − +
+ + =  
0 2 1 1 0 0 1 0 1 1
2
2 2
1 0 0 0 1 1 0 , 0 1
1 1 ,
1 0 0 1
2 1
0
0 0 1
0
3 ( ( ) 2 ( ) ) 3 ( ( )
( ) ) 0
( ) (( ) ( ) ( ) ) (3
3 ( ) ( ) 0
( ( ) ( ) ) , ,
3
( ( ) ( ) )
3
t t t
t
t t t t t t
t t t
t t
t t
hk k k k k k
k k k k k h
h
x k k
k
u k k
k
ζ ζ ζ ζ
ζ
ζ ζ ζ ζ
ζ ζ
ζ ζξ ζ τ ζ
ζ ζφ
+ − + −
+ =
− + + +
+ + =
+= + =
+= −
 ∞
26 6 0t x x xxxu u u u uλ− + + =  2 3 1 3 3( 12 ), 3 ,c c c t c c t c uξ λ τ φ= + + = + = −  3
0t x xxxu u u u
αβ+ + =  3 31 2 3 2, ,3 3
c x c uc c c tξ τ φ α= + = + = −  3
2
6
(
) 0
t x xxx
x xx
x xx xxxxx
u uu u
u u u u
u u u
ε α β
γ δ
+ +
+ − +
+ + =
 
1
2
0
c
c
ξ
τ
φ
=
=
=
 2
0t x xx xxxu uu u uν μ+ − + =  2 3 1 3, ,c c t c cξ τ φ= + = =  3
2
0
x xt xx
yy xxxx
u u uu
u uσ μ
+ + +
+ =  
3 1 2 1
2
2 13
1
2
1 3 1 2 1
6 2 ( ) (3( ) ( ) )
6
( )
4 ( ) 6 ( ) 2 ( ) 3 ( ) ( )
6
t t tt
t
t t tt tt ttt
x y y
y
u x y y
σς σ ς ς ςξ σ
η ς ς
τ ς
σ ς σ ς σ ς ς ςφ σ
+ − +=
= +
=
− − + += −
 ∞
2 2
2 2
3 ( 2 )
0
3 (2 )
0
t x x x
xxx
t x x x
xxx
u u u u u
u
u u u
α α ν νν
β
ν ν αν α ν ν
βν
+ + +
+ =
+ + +
+ =
 
2 4
3 4
4 1
1 4
( ) / 3
( ) / 3
( 3 ) / 3
c c x
c c t
c u c
c u c
ξ
τ
φ ν
ψ ν
= +
=
= − +
= − −
 4
3.5.2 关于 0t x xxxu uu u+ + = 现有理论解的讨论[21] 
(1) 行进波解 
若 3 4 0c c= = , 2 1c = , 1c c= ( A为常数)。设不变量 x ct= −= , ( )u v= = ,代入以
上两个微分系统得到简化方程： 0v vv cv+ − ==== = = ，将该方程积分得
2 3 21 1 1
2 6 2v v cv kv l= − + + += ， ,k l 是任意常数。将方程的普通解按椭圆函数给出：
( )u x ct δ=℘ − + ，δ 为任意相位移，若 0u → ， x →∞， 0k l= = ，得到单孤立
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子解： 2 12( , ) 3  sech [ ( ) ]u x t c c x ct δ= − + ，波速 c为正，若仅仅u 有界，则我们可
以得到周期潮波解： 2( , ) cn [ ( ) ]u x t a x ct mλ δ= − + + 。 
(2) 伽利略不变量解 
若 1 4 0c c= = , 2 1/c b= , 3 1c = ，假设全局变量： 212 ,  y x bt v u bt= − = − ，于
是我们得到： ,  ,  ,x y xxx yyyu v bt u v u v= + = =  t yu btv b= − + ，因此，简化方程应为：
0yyy yv vv b+ + = ，其解形式为： 212( , ) ( )u x t h x bt bt= − + ，其中函数 h 在整个复平
面中是半纯的。 
(3) 标量不变量解 
若 4 1c = , 1 2 3 0c c c= = = ，称为群的标量对称，即存在： 3 2( , , ) ( , , )x t u x t uλ λ λ−→ ，
半 空 间 { 0}t > 的 不 变 量 为 ： 1/3 2 /3,y t x v t u−= = ， 由 此 即 可 得 到 ：
1 5/3 5/31
3, , ( 2 )x y xxx yyy t yu t v u t v u t yv v
− − −= = = − + ，虽然前面得出的微分系统在形式上
存在差异，但都是简化方程 1 23 3 0yyy y yv vv yv v+ − − = 的不同形态，积分此方程便
可求解。 
3.5.3 对另一个 KdV 方程的数值解 
若 KdV 方程采用如下形式： 
23 0
2 6t x x xxx
hu ghu ghuu ghu
h
+ + + =              (3.21) 
式中， 0gh c= 为标准波速， h 为水深，u 代表波高。 
其经典及非经典对称向量场分量为： 
3/134 xctcc ++=ξ , tcc 12 +=τ , 04 2 21 3 19 3 3cc h c h c uφ = − + −      (3.22) 
可见求解 / / /dx dt duξ τ φ= = 显得非常困难，故将很难得到构造降维方程的不变
量。而按照文献[7]的方法我们可以得到如下含有(3.22)无穷小因子的降维方程 
 
=0                    (3.23) 
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(1) 孤立波解 
若 4 2 3 1 4 2, 0( 0), /c c c c c c cξ τ φ= = = = = = ， 故 d / d /1 d / 0,x c t u= = 从 而 ，
y x ct= − ， , , ,t y t x y xxx yyyu u y c u u u u= ∂ = − = = ，原方程变为： 
23 1
0 0 02 6( ) 0y y yyyhc c u c uu c h u− + + + =              (3.24) 
因为 212y yuu u= ∂ ，所以对(3.24)积分得， 
2 23 1
0 0 0 14 6( ) yyhc c u c u c h u a− + + + =               (3.25) 
继续对(3.25)积分得， 
0( ) 2 3 2 21 1
0 0 1 22 4 12
c c
yhu c u c h u a u a
− + + + = +             (3.26) 
让 2
1
[ ]
u
F y
→ ，我们得到方程的孤立波解： 
2
0 0
02
0 0
2( ) 3( )( , ) cosh ( )
2
c c h c cu x t x ct y
c c h
−⎛ ⎞⎡ ⎤− −= − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠
     (3.27) 
如果我们由(3.27)得到该解的初始条件 u(x,0)、ux(x,0)、uxx(x,0)，代入(3.23)，即可
得到 4 2 3 1 4 2, , 0( 0), /c c c c c c cξ τ φ= = = = = = 。由此可知，降维系统(3.23)包含了孤
立波解。 
(2) 振荡解 
由(3.23)，我们可以得到振荡的行进波。令(3.23)中 
2
3 0 1 03
1/ 2
1 2 4
, (98 /10) , 10
0, 0, 1, (9801/100)
c c c c h h
t c c c
→ → →
→ → → →  
进一步导出在 t为常数时，沿 x 向的降维方程： 
 
=0                                                        (3.28) 
给定初始条件 0t t= , 0x x= , 0 0( , )u u x t= , 0 0( , )x xu u x t= , 0 0( , )xx xxu u x t= ，借助
Mathematica5.1 求解即可，结果如图 3-4。 
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500 1000 1500 2000 2500 3000
-0.2
-0.1
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
500 1000 1500 2000
-0.4
-0.2
0.2
0.4
0.6
0.8
1
 
(a)Δx=3100, y=1/2; y'=0,y''= -0.000733092         (b)Δx=2000, y=1; y'=0,y''=-0.00314938 
250 500 750 1000 1250 1500
-0.5
0.5
1
1.5
200 400 600 800 1000 1200 1400
-0.5
0.5
1
1.5
2
 
(c)Δx=1600, y=3/2; y'=0,y''=-0.00725253            (d)Δx=1500, y=2; y'=0,y''=-0.0130425 
200 400 600 800 1000 1200
-1
-0.5
0.5
1
1.5
2
2.5
200 400 600 800 1000 1200
-1
1
2
3
 
(e)Δx=1300, y=5/2; y'=0,y''=-0.0205194             (f)Δx=1200, y=3; y'=0,y''=-0.0296831 
图 3-4 单微空间波能守恒数值解的确定 
3.5.4 本例小结 
由于本文所得到的降维方程中包含了众所周知的孤立波解，从而证实该降维
方程的合理性。 
除了孤立波外，我们还得到了振荡形式的行进波。在水波中我们知道，尽管
存在着非线性，但振荡的行进波还是存在的，与微小的波比，非线性波呈坦谷状。
数值解显示，随着波高的增加，振荡解波峰逐渐变尖，波谷逐渐变坦，形成典型
的坦谷波，这证明了该数值解的合理性。 
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3.6 Camassa-Holm 方程 
对于完全可积浅水方程 Camassa-Holm 方程[22] 
2 3 2 0t x xxt x x xx xxxu u u uu u u uuκ+ − + − − =            (3.29) 
式中， ( , )u x t 代表沿 x 方向的流速，κ 是与临界浅水波速相关的参数，从数
学角度讲，Camassa-Holm 方程是 KdV 方程的 Hamiltonian 推广形式，是一类完
全可积系统，用来描述浅水域中的孤立波。它在实直线下的解具有通常孤立子易
于复原的碰撞性质，当 0κ = 时，对于任何波速 c ，方程具有孤波解的形式为
( , , ,0) exp( )u x t c c x ct= − − ，且存在具有尖峰性质的孤立子，在尖峰处一阶导数
不存在；当 0κ ≠ 时，孤立子没有尖峰性质。正由于这一奇特性质[23]，对方程(3.29)
的研究近年来引起了广泛的关注。Clarkson 和 Mansfiel 研究了该类方程的对称约
化[24]，Cooper 和 Shepard 则利用变分法导出了近似孤波解[25]，该方程还具有行
进波解、周期孤立子解等众多特性，Jonatan Lenells 对此作了详尽的研究[26]。 
3.6.1 方程的对称[27,28] 
对于微分系统 (3)( , , ) 2 3 2t x xxt x x xx xxxx t u u u u uu u u uuκΔ = + − + − − ，存在不变群
的生成元 ( , , ) ( , , ) ( , , )V x t u x t u x t u
x t x
ξ τ φ∂ ∂ ∂= + +∂ ∂ ∂ ，且需满足(3.29)在无穷小变换
下的不变性条件 (3)
0
pr ( ) 0V Δ=Δ = ，故： 
0
[ 2 3( ) 2( ) ] 0t x xxt x x xx xxxx xx x xxxu u u u u uφ κφ φ φ φ φ φ φ φ Δ=+ − + + − + − − =   (3.30) 
这里， 
2
3
2
( )
( )
( )
t
t x t t t
x
x x x t x
xx
x x t xxx xxt
xxx
x x t xxxx xxxt
xxt
t x x t xxxt xxtt
D u D u D
D u D u D
D u u u u
D u u u u
D D u u u u
φ φ ξ τ
φ φ ξ τ
φ φ ξ τ ξ τ
φ φ ξ τ ξ τ
φ φ ξ τ ξ τ
⎧ = − −⎪ = − −⎪⎪ = − − + +⎨⎪ = − − + +⎪⎪ = − − + +⎩
            (3.31) 
将(3.31)代入(3.30)导出向量场分量如下： 
1 3 1 2 1,  ,  ( )c t c c t c c uξ κ τ φ κ= + = − + = +             (3.32) 
然后求解特征方程 d d dx t uξ τ φ= = ，我们得到相似变量： 
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2 3
1 2
1 2 1
( ) , log( )
( )
c cw zu z x t c t c
c t c c
κκ κ += − = + + − +− + 其中，       (3.33) 
再把(3.33)代入原方程(3.29)，可以得到关于 ( )w z 的相似简化常微分方程： 
1 2 1 22 3 0ww K w w w K w ww K w K w′′′ ′′′ ′ ′′ ′′ ′ ′+ + − − − + =        (3.34) 
式中， 1 2 3 2 1 1 2 3( ), ,  , ,K c c K c c c cκ= − + = − 为任意常数。(3.34)即可根据 Painlevë 特
性[29]求得方程的显式解。 
对于非经典对称，解曲面条件为： 
( , , ) ( , , ) 0u ux t u x t u
x t
ψ ξ τ φ∂ ∂= + − =∂ ∂              (3.35) 
微分系统除了满足前面的不变性条件(3.30)外，还必须满足解曲面条件(3.35)，即： 
(3)
0, 0
(1)
0, 0
pr ( ) 0
pr ( ) 0
V
V
ψ
ψψ
Δ= =
Δ= =
⎧ Δ =⎪⎨ =⎪⎩
                    (3.36) 
假设在 (3.35)中 0τ ≠ ，由变量替换消去原方程中所有对时间 t 的微分项
, , ,t xt xxtu u u "，得到只含 x 微分项的微分方程，在此方程中，由于各项线性独立，
分别取其系数等于零，立刻求出： 
1
2 2
,  1,  
( ) ( )
K u
t K t K
κξ κ τ φ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+= − + = = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦           (3.37) 
相应的相似变量为： 1 2
2
( ) , log( )
( )
w zu z x t K K t
K t
κ κ= − = + + ++ 其中， ，同理即可得
到关于 ( )w z 的相似简化常微分方程： 
1 12 3 0ww K w w w w ww K w w′′′ ′′′ ′ ′′ ′′ ′ ′+ + − − − + =          (3.37) 
3.6.2 方程的数值解 
在 3.6.1 中，我们讨论了 C-H 方程的经典及非经典对称，从而得出了各自情
况下的相似简化方程，通过求解简化方程，我们可以得出方程的显式解，现在，
我们结合(3.32)及(3.35)来研究该方程的数值解。 
0x = 沿 t向的降维微分方程为： 
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 (3.38) 
最后借助 Mathematica5.1 得出沿 t向的数值解如图 3-5。 
0 5 10 15 20
0.6
0.7
0.8
0.9
1
1.1
1.2
1.3
 
x=0, c1=1/100000, c2= 1, c3 =2, k=1/10 
图 3-5   x 为常数时, t 向数值解示意 
由此数值解，我们可以得到任意时刻的 , ,t ttu u u 值，根据 3.4.2.2 中的计算方式①，
再得出 t const= 时沿 x 向的降维微分方程： 
1 3 1 0 3 1 0 1
2 1 0 2 1 0
( ) ( ) ( )2 3 2 0x xxx xxx x x xx xxx
c u c c t u c c t u c uu uu u u uu
c c t c c t
κ κ κκ + − + + −+ + − − + =− −  
(3.39) 
借助 Mathematica5.1 得出不同 t时刻沿 x 向的数值解，如图 3-6。 
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(a)t=0s,c1=1/100000, c2= 1, c3 =2, k=1/10              (b)t=1.5s,c1=1/100000, c2= 1, c3 =2, k=1/10 
0 5 10 15 20
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   0 5 10 15 20
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1
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1.4
 
(c)t=2.5s,c1=1/100000, c2= 1, c3 =2, k=1/10             (d)t=3.5s,c1=1/100000, c2= 1, c3 =2, k=1/10 
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(e)t=5s,c1=1/100000, c2= 1, c3 =2, k=1/10               (f)t=10s,c1=1/100000, c2= 1, c3 =2, k=1/10 
图 3-6  不同 t 时刻沿 x 向的数值解示意 
在上述解中，我们假设群参数 c1=1/100000，得到了拟行进波：即波高、波
长随时间、空间有微小变化（图 3-7）。增大 c1 可以加大波高、 波长的变化。另
外，我们还可以得到含流的行进波，其中的流向可以与波行进方向相同，也可以
相反。同时，我们也可以通过下列步骤求出不含流的波（即波面平均值与静水面
一致的点），求解的具体步骤如下： 
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(a)沿 x 向波峰值的变化趋势                       (b)沿 x 向波谷值的变化趋势 
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(c)沿 x 向峰、谷间距的变化趋势                  (d)沿 x 向波高的变化趋势 
图 3-7  沿 x 向数值解的特性研究 
①定义初始条件 0 0 0 0 0 1, , , , ,u u u t x x′ ′′ 。 
②在 0t 时刻沿 x 方向求出任意一个相邻的波峰及波谷值。 
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③利用②所得结果建立并求解波峰及波谷处 , ,t x u在群变换作用下关于无穷
小量ε 的微分方程组： 
2 1 3 1 1( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ( ) )t c c t x c c t u c uε ε ε κ ε ε ε κ′ ′ ′= − = + = + 。 
④经线性插值得到波面平均值与静水面一致的点，作为计算的初始条件值。 
⑤依本节所述方法既可求解。结果如下图所示： 
3.99394 ×106 3.99396 ×106 3.99398 ×106 3.99402 ×106 3.99404 ×106
-0.05
0.05
 
在 t=9560880s,c1=-1/1000000, c2= 1, c3 =2, k=1/10 条件下 x 向的对流数值解 
图 3-8  对流数值解的确定 
3.6.3 本例小结 
通过对 C-H 方程的对称分析，得出了方程的无穷小变换，而从数值解的研
究可知，不同时刻沿 x 向的波动解比较计算稳定，与理论解能够很好的吻合，且
波速由 /ξ τ 决定，该波动解从性质上看既非行进波又非孤立波，故我们称之为“拟
行进波”。而当我们计算无穷远处即无穷大时刻的过程中，我们总能找到含有正
向流、逆向流或无流的波，这为我们研究浅水波的物理特性提供了新的思路，在
波浪能工程应用上，尤其是受波-流作用的潮流能装置研究具有积极意义。 
3.7  结束语 
本章阐述了不变群的构建过程，以实例的形式说明了基于李群的偏微分方程
的降维简化过程，并由此归纳出数值求解的整体思路。在这基础之上，利用文献
[7]中的降维简化方法，研究了几个典型的水波动力学偏微分方程。通过对 Burgers
方程的研究，我们证明了本文方法的正确性及优越性；通过对 KdV 方程的研究，
我们得出了“坦谷波”数值解；通过对 C-H 方程的研究，我们得出了“拟行进
波”数值解。 
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第 4 章  结论与展望 
 
4.1 主要结论 
本论文隶属于纯粹数学中群论的理论应用研究。本文首先分析了非线性力学
方程求解方法的研究现状，结合李群在偏微分方程求解中的应用基础，提出了本
文的创新点：基于李群无穷小变换的偏微分系统的降维简化。在此创新点的基础
上，全新的论述与论证了一种利用李群群对称实现偏微分方程的降微方法，然后
整理出将该方法应用于非线性偏微分方程数值求解的具体步骤，最后应用该方法
数值求解了一些在波能工程理论研究中的具有重要意义的数学物理方程，经过验
证与讨论，得出一些对工程应用实际具有参考价值的特征解。 
本文的研究成果主要体现在以下几方面： 
(1) 为利用数值方法处理非线性问题提供了新思路。鉴于长期以来对纯粹数
学(群论中延拓理论、无穷小准则)的应用研究相对匮乏的情况，本文将李群与数
值方法相结合来求解非线性偏微分方程，这对该领域的研究具有积极意义。同时
本文的思想不单局限于求解偏微分方程，还可以推广到其他非线性问题，所以本
文的工作对整个非线性研究领域都具有一定的意义。 
(2) 丰富了偏微分方程的数值解法。经过与给定边界的已知方程的比较验
证，证明了由本文方法得出的数值解与精确解吻合良好。同时，与其他数值方法
相比较，本文方法得到的数值解精度高，不需要构造计算格式，且计算量非常小；
与偏微分方程的经典群对称等方法相比较，本文方法避开了不变量及降微方程的
直接求解，从而在边界处理上具有更大的自由度，计算效率非常高。 
(3) 得出一些非线性水波动力学方程的数值特征解。通过对 KdV 方程的求
解，我们得到“坦谷波”解及波能平衡解；通过对 C-H 方程的求解，我们得到
正向波、逆向波的顺向传播时的振荡解，该波动解从性质上看既非行进波又非孤
立波，故我们称之为“拟行进波”解。当正向流与逆向流迎向流动时，则得到基
于波能平衡原理的对流解。 
4.1 研究展望 
本文的研究工作在水波动力学乃至整个非线性领域都极具吸引力，因为它从
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根本上提出了一种处理非线性问题的新的理论与方法。但由于本文在方法上具有
极大的创新性，在一些具体方面还有待进一步的研究与展开： 
(1) 虽然通过本文方法在边界处理上能够获得较大的自由度，但在数值求解
偏微分方程时，如何实现完全自由边界给定的有效性同时保持解的稳定性，也即
如何能够得到自由度更大的李群便是下一步研究的重点所在。 
(2) 本文方法的推广。本文只是利用该方法初步求解了水波动力学方程，所
以还不足以证明其应用的广泛性。如何将本文方法推广到整个非线性偏微分方程
求解领域，并建立一套更完整的理论及应用体系是另一个值得研究的课题。 
总之，关于本文方法的应用对于非线性力学方程数值求解的研究有着良好的
发展前景。 
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